
Sujet modélisation et cinématique 2021-2022 A3SBGM5MMSI

Devoir surveillé de modélisation et de cinématique
Sans documents à l’exception d’un résumé de cours A4 R/V manuscrit 

calculatrice autorisée

Étude d’une grue embarquée
L’étude porte sur la cinématique d’un système de grue embarquée sur camion, telle que représentée ci
dessous – Les données de la figure font foi prioritairement au texte si vous avez un doute. 
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Figure 1: Système étudié
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Description
 (note : en cas d’écart entre le schéma et la description, le schéma fait foi)

La base « 0 » est fixe par rapport au camion et supposée galiléenne. 

Le fût « 1 » est en liaison pivot de centre O, d’axe  y⃗ ₀= y⃗ ₁  et de paramètre  α par rapport à la base,
motorisé par un moteur de couple Cm

Le bras principal « 2 » est en liaison pivot de centre B, d’axe z⃗1= z⃗2 de paramètre β par rapport au fût.

Il est motorisé par un vérin (corps repère « 3 » et tige repère « 4 » ) en liaison pivot en A avec le fût « 1 »
et en liaison rotule avec le bras principal « 2 » en C. la force dans le vérin est nommée F   ₃₄

le bras intermédiaire « 5 » est en glissière d’axe x⃗ ₂  par rapport au bras principal « 2 » et motorisé par
un vérin entre E et F, non représenté. La force dans ce vérin est nommée F   ₂₅

le bras terminal « 6 » est en glissière d’axe x⃗₂  par rapport au bras intermediaire « 5 » et motorisé par
un vérin entre H et K non représenté. La force dans ce vérin est nommée F . A l’extrémité de ce bras  est₅₆
supportée la charge, supposée colinéaire à y⃗0

Données géométriques : 

O⃗A=a x⃗ ₁+h y⃗0,1 ; A⃗B=−(a+b) x⃗₁+c y⃗0,1 note : on appelle d=‖A⃗B‖ ; B⃗C=e x⃗ ₂ ; B⃗D=x x⃗₂

θ=
^
( y⃗ ₁, A⃗B )=tan−1( a+bc )

v=‖⃗AC‖ est la longueur du vérin, φ=
^
( y⃗ ₁, A⃗C ) α=^( x⃗ ₀, x⃗₁)=

^
( z⃗ ₀, z⃗ ₁)  ; β=^( x⃗ ₁, x⃗ ₂)=

^
( y⃗₁, y⃗ ₂)      

Modélisation et paramétrage des mécanismes
1. Tracer le graphe des liaisons du mécanisme. En plus des liaisons, vous ferez apparaître les efforts

des vérins et moteurs sur le graphe. Les vérins 2-5 et 5-6 seront considérés comme de simple
forces, le vérin 3-4 sera lui pris en compte.

2. Quel est le nombre de mobilités utiles ? Il-y-a-il des mobilités internes, si oui, combien ? 
3. Quel est le degré d’hyperstatisme du mécanisme ? 
4. Proposer une solution pour rendre le mécanisme isostatique,  sans faire apparaître de mobilités

internes supplémentaires.
5. En utilisant le théorème d’Al Kashi (loi des cosinus donnée en annexe), écrire l’angle ^⃗AB , B⃗C

en  fonction  de  la  longueur  v  du  vérin  et  des  dimensions  du  système.  
En déduire une relation entre β et v. 

6. Avec la même stratégie, donner une relation entre φ et v.

Cinématique
Référentiels utilisés : R ₀:(O , x⃗ ₀ , y⃗ ₀ , z⃗ ₀)  ; R ₁:(O , x⃗ ₁, y⃗₁, z⃗ ₁)  R ₂:(O , x⃗ ₂, y⃗ ₂, z⃗₂)  

On s’intéresse maintenant aux vitesses et accélérations de divers points du mécanismes
7. Parmi les paramètres suivants, préciser ceux qui dépendent du temps et ceux qui sont constant

a,b,c,d,e,v,x,α,β,θ, φ
8. Calculer les taux de rotations suivant ω⃗(R1/R0) , ω⃗(R2/R1)  et ω⃗(R2/R0)

9. Calculer la vitesse du point B par rapport au référentiel R  ₀ par dérivation V⃗ (B /R ₀)
10. Calculer la vitesse du point C par rapport au référentiel R  par tout moyen à votre convenance.₁

V⃗ (C /R ₁)  
11. Calculer la vitesse du point C appartenant à R  par rapport à R  en utilisant le champ des vecteurs₁ ₀

vitesses au sein du solide S  ₁ V⃗ (C∈R ₁/R ₀)
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12. En déduire la vitesse du point C par rapport à R  ₀ V⃗ (C /R ₀)
13. Calculer le torseur cinématique du solide « 2 »  dans son mouvement par rapport à R  exprimé au₀

point B
14. Déplacer ce torseur au point D
15. Calculer la vitesse du point D par rapport à R  ₂ V⃗ (D /R ₂)  

16. En déduire la vitesse du point D par rapport à R  ₀ V⃗ (D /R ₀)
17. Calculer  l’accélération  du  point  C   par  rapport  au  référentiel  R  par  tout  moyen  à  votre₁

convenance. γ⃗(C /R ₁)
18. Calculer par la relation du champ des vecteur accélération l’accélération du point C appartenant à

R  relativement au référentiel R  ₁ ₀ γ⃗ (C∈R ₁/R ₀)
19. Calculer  l’accélération  complémentaire  de  C appartenant  à  R  dans  le  mouvement  de R  par₂ ₁

rapport à R  ₀ γ⃗C (C∈R ₂; R ₁/R ₀) et en déduire l’accélération « absolue » γ⃗ (C∈R ₂/R ₀)

20. Calculer par dérivation γ⃗ (D /R ₀)

Annexes

 

Figure 2: Théorème d'Al Kashi
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Figure 3: système - pour mémoire
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Q1

Dessin 1: Graphe des liaisons

Q2 : 
mobilités utiles : 

• rotation entre « 0 » et « 1 » asservie par le couple moteur Cm
• rotation entre « 1 » et « 2 » asservie par la force du vérin F₃₄
• translation entre « 2 » et « 5 » asservie par la force du vérin F₂₅
• translation entre « 5 » et « 6 » asservie par la force du vérin F  ₅₆

Mobilités internes   
• rotation sur elle même de la tige du vérin (autour de l’axe AC)

Q3 :  degrés de liberté bloqués par les liaisons :  
3 pivots = 3x5 = 15 ddl, 
1 pivot glissant : 4 ddl, 
1 rotule : 3 ddl
2 glissières : 2x5 = 10 ddl

|
| soit 32 ddl bloqués par les liaisons
|

degrés de liberté utilisés pour les mobilités
utiles : 4 |
interne : 1 | soit 5 ddl utilisés pour piloter des mobilités

degrés de liberté disponible : 6x6 = 36
le degré d’hyperstatisme est alors de 1. h=32+5-36

Q4 : transformer la liaison pivot en A par une liaison pivot glissant – pour supprimer la mobilité interne on peut
aussi transformer la pivot glissant du vérin par une glissière
Q5 : 

ÂBC=cos−1( d
2
+e2

−v2

2d e ) et ÂBC=β +π
2
−θ soit β=cos−1( d

2
+e2

−v2

2d e )− π
2
+cos−1( cd )

Q6 : Al kashi dans le triangle ABC, sommet en A : cos(θ +φ )=
d2

+v2
−e2

2d v
soit φ=cos−1( d

2
+v2

−e2

2 d v )−θ

Q7 : sont constants : a,b,c,d,e et θ, sont fonction du temps v,x,α,β  et φ
Q8 ω⃗ (1/0)=α̇ y⃗0,1  ; ω⃗ (2/1)=β̇ z⃗1,2  ; ω⃗ (2/0)=α̇ y⃗0,1+β̇ z⃗1,2

Q9 V⃗ (B /R0)=b α̇ z⃗1

Q10 V⃗ (C /R1)=e β̇ y⃗2 (mvt rot axe B z⃗1 )

Q11 V⃗ (C∈R1/R0)=⃗V (B∈R1 /R0)+C⃗B∧⃗ω (1/0)=b α̇ z⃗1−e x⃗2∧α̇ y⃗1=( b−e cos(β )) α̇ z⃗1
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Pivot O y                           ₀ Cm y  ₀

Pivot B z                            ₁

                                           Pivot A z₁

                                            Pivot glissant A y₃

           Rotule en C

Glissière E x  ₂

F  y   ₃₄ ₃

F  x  ₂₅ ₂

Glissière H x  ₂

F   x  ₅₆ ₅

0

1

2

3

4

5 6

                                                          Action mécanique de liaison

                                                          Action mécanique associée
                                             à une mobilité utile
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Q12 V⃗ (C /R0)=⃗V (C /R1)+⃗V (C∈R1/R0)=e β̇ y⃗2+ (b−ecos (β )) α̇ z⃗1
V⃗ (C /R0)=(

−e β̇ sin(β )

e β̇ cos(β )

( b−e cos(β )) α̇ )
B1

Q13 {V (2/0)}= {α̇ y⃗0,1+β̇ z⃗1,2

bα̇ z⃗1,2
}

B

= {
0 0
α̇ 0
β̇ bα̇ }

R1B

 

Q14 V⃗ (D∈R2/R0)=⃗V (B∈R2 /R0)+ D⃗B∧⃗ω (2/0)=b α̇ z⃗1−x x⃗2∧( α̇ y⃗0,1+β̇ z⃗1,2)=(b−x cos(β )) α̇ z⃗1+x β̇ y⃗2

{V (2/0)}= { α̇ y⃗0,1+β̇ z⃗1,2

(b−x cos(β )) α̇ z⃗1+x β̇ y⃗2
}

D

= {
0 −x β̇ sin(β )

α̇ x β̇ cos(β )

β̇ (b−x cos(β ))α̇ }
R1D

Q15 V⃗ (D /R2)= ẋ x⃗2

Q16 V⃗ (D /R0)=⃗V (D /R2)+⃗V (D∈R2/R0)= ẋ x⃗2+(b−x cos(β)) α̇ z⃗1+x β̇ y⃗2 =(
ẋ cos (β)−x β̇ sin(β)

ẋsin(β)+ x β̇cos (β)

(b−x cos (β)) α̇ )
R1

Q17 γ⃗ (C /R1)=e β̈ y⃗2– e β̇
2 x⃗2 (mvt rot axe B z⃗1 )

Q18 : en notant que le point B∈1  a un mouvement de rotation d’axe (O , y⃗1)  de rayon −b x⃗1  a une

vitesse angulaire α̇  par rapport à R_0, on a : V⃗ (B∈1/R0)=b α̇ z⃗1 et γ⃗ (B∈1/R0)=bα̈ z⃗1+b α̇
2 x⃗1

γ⃗ (C∈1/R0)=⃗γ (B∈1/R0)+(⃗ω (1 /0)∧C⃗B )∧⃗ω (1/0)+C⃗B∧( d⃗ω (1 /0)

d t )
R0

=bα̈ z⃗1+b α̇
2 x⃗1+ ( α̇ y⃗1∧−e x⃗2)∧α̇ y⃗1−e x⃗2∧(

d α̇ y⃗0,1

d t )
R0

=b α̈ z⃗1+b α̇
2 x⃗1+( e α̇ cos(β ) z⃗1)∧α̇ y⃗1−e x⃗2∧α̈ y⃗1

=b α̈ z⃗1+b α̇
2 x⃗1−e α̇

2 cos(β ) x⃗1−e α̈ cos(β ) z⃗1

=(b−ecos (β )) α̈ z⃗1+ (b−ecos (β )) α̇
2 x⃗1           

Q19 γ⃗ (C∈R2; R1 /R0)=2⃗ω (1/0)∧⃗V (CinR2/R0)=2α̇ y⃗1∧e β̇ y⃗2=2e α̇ β̇ cos(β ) z⃗1,2

soit 

γ⃗ (C /R0)=⃗γ (C /R1)+⃗γ (C∈1/R0)+⃗γ (C∈R2 ; R1/R0)                                                              

               =e β̈ y⃗2 – e β̇
2 x⃗2+ (b−ecos(β )) α̈ z⃗1+ (b−ecos(β )) α̇

2 x⃗1+2 eα̇ β̇ cos(β ) z⃗1,2

Q20

γ⃗ (D /R0)=( d⃗V (D/R0)

d t )
R0

=( d( ẋ x⃗2+(b−x cos(β )) α̇ z⃗1+x β̇ y⃗2)

d t )
R0

 = ẍ x⃗2+ ẋ ( α̇ y⃗1+β̇ z⃗2)∧x⃗2− ẋ cos(β )α̇ z⃗1+x β̇ α̇ sin(β ) z⃗1+( b−x cos(β ) ) α̈ z⃗1+( b−x cos(β )) α̇ (α̇ y⃗1∧z⃗1)

 + ẋ β̇ y⃗2+x β̈ y⃗2+x β̇ (α̇ y⃗1+β̇ z⃗2)∧ y⃗2

 = ẍ x⃗2−ẋ α̇ cos(β ) z⃗1+ ẋ β̇ y⃗2−ẋ α̇ cos(β ) z⃗1+x β̇ α̇ sin(β ) z⃗1+ (b−xcos (β )) α̈ z⃗1+ (b−x cos(β )) α̇ 2 x⃗1

 + ẋ β̇ y⃗2+x β̈ y⃗2+x β̇ α̇ sin(β ) z⃗1−x β̇
2 x⃗2

 = ẍ x⃗2+x β̈ y⃗2−x β̇
2 x⃗2+2 ẋ β̇ y⃗2−2 ẋ α̇ cos(β ) z⃗1+2 x β̇ α̇ sin(β ) z⃗1+( b−x cos(β ) ) α̈ z⃗1+( b−x cos(β )) α̇

2 x⃗1
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