SYENISE Devoir de dynamique — la grande échelle MSI-2Gx

Devoir de dynamique

ynamiq
Durée 2h /
Calculatrice autorisée en mode examen
Document autorisé : Un résumé manuscrit du
cours A4 R/V

) 1
Etude d’une EPC

Une E.P.C est une Echelle Pivotante a
mouvements Combinés. Ce systéme est monté \
sur le chassis d’un camion de pompiers et permet Figure 1: Echelle pivotante 8 mouvements combinés

de déplacer une plate-forme pouvant recevoir
deux personnes et un brancard le plus rapidement
possible et en toute sécurité, ou une lance incendie.
Dans ce sujet nous allons nous intéresser a la cinématique de ce mécanisme.

1 Paramétrage du mécanisme

* I’ensemble So est le chassis supposé fixe.
On lui associe le repére R,(0,%,,¥,,2,)

* ’ensemble S: est formé des tourelles 1 et 2
supposées rigidement liées. - la correction de
dévers n’est pas prise en compte.

S1 est en liaison pivot de centre O, d’axe Z,=2;
et d’angle 0 relativement a So.

On lui associe le repére  R,(0,X,,¥,,Zg,)

4 * D’ensemble S: est le berceau. S: est en liaison pivot
Figure 2: Schéma cinématique ramené dans le de centre A, d’axe Y=y, etd’angle a
plan de I'échelle relativement a Si. On lui associe le repére
RZ(A’ Xy5,Y125 Zz)

* D’ensemble Ss est ’extrémité du parc échelle (dans la réalité, le parc échelle est composé de quatre
¢chelles coulissant simultanément les unes sur les autres)

S5 est en liaison glissiere d’axe (D,X,) de parametre d(t) relativement a I’ensemble S:
On lui associe le repere Rs R,(E,X,,¥,,7,)
* Lanacelle S4 est assimilée a un point matériel de masse ma.

* Un vérin BC permet de lever 1’échelle. Un mécanisme non représenté de la déplier.

Les parameétre géométriques sont

—_—

OA=az,—bkx, ; CA=cz,—eX, ; AB=fX, ; AD=gX, aveca,b,c,e,f, g constantes

AE=d (t)X, , BC=ht) AG Z%P_é avec d(t), h(t) et les angles a(t) et 0(t) fonctions continues et

plusieurs fois dérivables du temps, compatibles avec le fonctionnement du mécanisme.

1 Schémas repris sur le concours commun centrale polytechnique PSI de 2007
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Figure 3: schéma cinématique 3D

Le solide 1 a pour masse m; , a son centre d’inertie sur I’axe (O,EB) . Ilo1)=|-F, B, -D
—E, —-D, J, |

Le solide 2 a pour masse m, son centre d’inertic en B, et a pour éléments d’inertic en B

A, 0 -E,
I(B2)=l 0 B, 0
—E, 0 G,
le solide 3 a pour masse M3 a son centre d’inertiec est G tel que Ké:%% et a pour inertie
A, 0 E,
I(G3)=| 0 B, 0
E; 0 GCyfp

la nacelle est modélisée comme une masse ponctuelle ms en E.

2 Cinématique

1. En se servant des schémas plans paramétrés donnés sur le schéma cinématique plan, calculer

w(S,/R,) et w(S,/R,) (attention au sens de rotation des différentes bases !)

2. Exprimer le torseur cinématique de S: relativement a Ro [V(Sll RO)} réduit au point O. Le
déplacer au point A

L.G. 2/4 25 mai 2022



SVENISE Devoir de dynamique — la grande échelle MSI-2Gx

3. Exprimer le torseur cinématique de S: relativement a R {V(SZ/ Rl)] réduit au point A.

4. Par composition des vitesses, exprimer alors le torseur cinématique de S: relativement a Ro
{V(Szl RO)} réduit au point A. Le déplacer au point E.

5. Exprimer le torseur cinématique de Ss relativement a R {V(S3/ Rz)} réduit au point D. Le
déplacer au point E. Calculer alors par composition {V(S3/ RO)} exprimé au point E

6. Par dérivation, calculer alors I’accélération de E relativement a Ro. Y (E/R,) Cette
accélération représente 1’effet subit par le pompier au cours du mouvement de 1’échelle.

3 Cinctique sur {3+4}

Pour cette partie, vous admettrez que

W
d—2da —(%COS(G)—b)COS(O()GZ

N

V(GeS,/R,)= };+(gcos(a)—b)9)7l+id?2 et Y(GeS,/R,)= (dcos(a)—d(xsin(a))9+(%cos(or)—b)é

2
dd+%d+(%cos(a)—b)sin(or)@z

R,

7. Calculer les torseurs cinétiques des solides Ss et Sa dans leurs mouvements par rapport a Ro
[C(Ss/Ry)| ; [C(S4/Ry)| ;exprimés en leurs centres d’inerties respectifs.

8. Calculer les torseurs dynamiques des solides Ss et S4 dans leurs mouvements par rapport a Ro
{D (S4/ RO)} et {D (S,/ RO)} exprimés en leurs centres d’inerties respectifs.

4 Dynamique sur {3+4}

9. Isoler I’ensemble {Ss+S4}. - Travailler en base B
*  On appelle IzZF ,_3'X, Deffort moteur nécessaire pour étendre I’échelle.
 La gravité s’applique telle que §=—9g7,
* Faire le bilan des actions mécaniques s’appliquant sur {Ss+Sa.},

Ecrire la ou les équation(s) du PFD permettant de déterminer F,_ 3 . N’écrire que la ou les
équation(s) nécessaire(s) et les résoudre. Donner alors ’expression de  F,_ 3

5 Cing¢tique sur {2+3+4}

A partir de ce point, nous supposerons fixe ’angle 0
10. Calculer le torseurs cinétique du solides Sz dans son mouvement par rapport a Ro {TC(SZ/ RO)}
puis le torseur dynamique du solide Sz dans son mouvement par rapport a Ro {T oS,/ Ro)]

11. Déplacer en A les torseurs dynamiques des solides S4, Ss et S2 en projection dans la base B-

Isoler I’ensemble {Sz, Ss et Sa} .
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Pour simplifier le calcul a cette étape, nous consideérerons comme nul I’effort du vérin en B, et
nous considérerons qu’un moteur en A applique un couple Cm=Cmy;, sur le solide S: Nous
pourrons ensuite revenir a I’effort dans le vérin si nécessaire.

Prendre en compte la gravité comme précédemment et les efforts des liaisons concernées.
12. Faire le bilan des actions mécaniques exercées sur {Sz+ Ss+ Sa}
13. N’écrire que les équations du PFD qui vous semblent pertinentes pour calculer Cm
14. résoudre et calculer Cm

15. Effectuer maintenant les applications numériques en vous basant sur la situation suivante :

a=300mm, e=1100 mm 0=0et 6=0 d=0

b=1400 mm =600 mm m: =500 kg ; a=21°et &=0,05rad/s

c= 800 mm h=1150 mm ms = 1000 kg Considérer comme négligeables les
d=13000mm g="2000 mm mae =250 kg matrices centrales d’inerties des solides

pour ’application numériques
1. Calculer Yy (E/R,) .,

2. Calculer F_{2—3}
3. Calculer Cm

16. Que pouvez vous dire des efforts mis en jeu ?
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I.  w(S/R)=0z, et (S,/R)=—d}y,,

025 0z,
2 V(S/R):[ JM]: 0L
{ 1 0} ol 0 a|—bOYy,
3. [V(S/R))= [_”LZ]
A
0T — 5 V(E€S,/R,)=V(A€S,/R,)+EAAw(2/0)
4 {V(S2/R0)}:A[ _0;99}7,12] :_be’l_d};/}(Q.Z—o”l_d.m)
b =(dcos(a)—b)0y,+da Z,
0.z —a
V(S./R.) = 0,1 Yi2
SR~ | ot aEraa)

5. [V(SyR,)|= [di’_{]= [d‘z_{] ;

L Osin(a) d
[V(3/R,)|= [ N o Zoam @Y _»}= —&  (dcos(a)—b)6
s dX+(d cos(a)—b)0y ,+daZ, |6 cos(a) da .
d
d|(dcos(a)—b)0 . .
—— [dvV(E/IR,) da . fsin () d
Y (E/R))= 4t |7 1t I —a Al(dcos(a)—b)6
6. o B \6cos(a)/p, da R

d—da’—(dcos(a)—b |
=| 2(dcos(a)—dasin(a))0+
2d@+da—(dcos(a)—

cos(a)6®
cos(a)—b)0
Jsin(a)0® [,

)
(d
b

7. Pour calculer le torseurs cinétiques et dynamiques de Ss relativement a Ro nous avons besoin
de la vitesse de son centre de gravit¢ G

V(GES,/R,)=V(A€ES,IR,)+GAAw(2/0)

o od e -

:_b9}’1_§X2/\(9'Zo,1_0“}’1,2) : [V(S3/R2)}= [do_’}: {d
D G

:(%COS(O()—b).QS/;+%0(Z;

Composition des vitesses

V(GES,/R,)=V(GES,IR,)+V(GES,IR,)=dX,+ cos(a)—b)eyl+gaz>2

Calcul du moment cinétique

A, 0 E, §sin(a) (A,sin(a)—E,cos(a))8
0,6(S/R)=I(G3)Aw(3/0)={ 0 B, 0| Al —g | = —B,&
E; 0 C,fs \Ocos(a)lp |(—E,sin(a)+C,cos(a))8]y.
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R s | . d. .

| (Assin(a)—E,cos(a))0X,— B, y,+(—E,sin(a)+C,cos(a))0 Z,

dx,+(d —b)0y +daZ,
|C(S,/Ry)|= {m4( X Cos(ag LaZe azz)] (pas de dimensions donc pas de
E

moment cinétique au point méme)

8. La résultante dynamique est égale a la dérivée de la résultante cinétique en G de Ss
relativement a Ro, ce qui revient a calculer la masse de Ss; multipliée par 1’accélération du
centre d’inertie G de Ss relativement a Ro.

G étant centre d’inertie du solide 3 le moments dynamique en G est la dérivée du moment
cinétique en G du solide 3 relativement a Ro.

——— [ dO;(Sy/R,)
6G(53/R0): dr N
(A,sin(a)— E;cos(a))0
d —Bya ‘ -
(— E,sin(a)+C,cos(a))0 . Osin (a) (A,sin(a)—E,cos(a))0
- dt Ho-a A —B;a

“ \0cos(a)/r, \(~E,sin(a)+C;cos(a))f ]y,
((A,+B,—C,)cos (a)+2E,sin(a)) & +(A,sin(a)— E,cos(a))0
= —B3d+(A3sin(a)—E3cos(a))cos(0()92—(_—E3sin(0()+C3cos(a))sin(.q)92
—(2E,cos(a)+(C,+B,— A,)sin (a))&0+(— E,sin(a)+C,cos(a))0 R,

Le torseur dynamique du solide « 3 » peut alors étre « assemblé »

m3( 3—2dd2 —(% cos(cr)—b)cos(or)éz) ((A;+B;—C;)cos(a )+ 2E,sin(a)) a0+( A,sin (a)— E; cos () 0

{D(S3/Rg)]= m3((dcos(or)—do'(sm( ))9+(dcos(a) b)é) —B,a+(A,sin(a)—E,cos (a))cos ()8~ (= E,sin(a)+C,cos(a))sin(a) 6

m3(dd+‘;d—(gcos(a)—b)sin(a)éz) —(2E,cos(a)+(Cy+B;—A,)sin(a )@@ +(— E,sin(a )+C,cos ()0
my(d—d &’ —(d cos (a)—b) cos(a)6?) 0
D(S,/R,)|= {m,(2(dcos(a)—dasin(a))d+(dcos(a)—b)d) 0
o my2da+da—(dcos(a)—b)sin(a)6?) 0|,
9. On isole {3+4}
BAME : I’ensemble {3+4}est soumis a
—m,gsin(a) 0 —m,gsin(a) 0 F, 5 Lp, ;
[P3]: 0 0 [P4]: 0 0 [D(2—>3>]= Ypr.3 Mpy.s
G —m3gcos(0() 01y, E —m4gcos(a) 0y, plZps.3 Nps sl
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Pour calculer la force F, ,=F, X, il suffit de calculer 1’équation de la résultante dynamique

suivant X, , ce qui donne (note : inutile de déplacer les torseurs dynamiques, seule la résultante est
utilisée)

F,. 3:(m3+m4)gsin(a)+(%+m4)(c"l—dd2—d cos’(a) 92)+(m3+m4) bcos ()6’

10. Calcul du torseur cinétique de S — résultante ....
{V(SZ/RO>}: 9'20,1_.0_";)’1,2
al —bOy,

V(B€ES,/R,)=V (A€ES,/IR,)+BAAw(2/0)
=—b0y,— X, A0 20— Yia)=—bO Y, +f O cos(a) yip+f &2,

0
=|—b0+fHcos(a)
fa b,
0
R.(S,/Ry)=m,|(f cos(a)—b)B
fa b,
— - A, 0 E, 9511‘1(0() (AZSiD(O()—EZCOS(O())O
0 5(S,/R))=1(B2)Aw(2/0)=[ 0 B, 0| Al —q = ~B,a
E, 0 G,ls \0cos(a)lp \(~E,sin(a)+C,cos(a))d].
0 (A,sin(a)—E,cos(a))@
[C(S/Ro)]= | m,(f—bcos ()@ ~B,d
5 m,f & (—E,sin (a)+C,cos(a))8 |,
y (BES,/R,)= dV(BdetSZ/RO) +w(2/0)AV(BES,/R,)
0 | [6sin(a) o
= —fsin(a)aO+(fcos(a)—b)0 | *+|—a Al(f cos(a)—b)0
f b, \Ocos(a)/p fa b,
—f&®—(fcos(a)—b)cos(a)b?
=| —2fsin(a)a O+ (f cos(a)—b)O
fé+(f cos(a)—b)sin(a)0® |,
(5 R)=| L2 | )G (TR,
(A, cos(a)+E,sin(a))da6+(A,sin(a)—E,cos(a))d (Qsjn(a) (A,sin(a)—E,cos(a))f
= —B,a Tl —a 4 ~B,a .
—(E,cos(a)+C,sin(a))dh+(—E,sin (a)+C,cos(a))d |, \Ocos(a)/r, \(—E,sin(a)+C,cos(a))8 .

((A,+B,—C,)cos(a)+2E, sin(a.))d9+(Azsin (a)—E,cos(a))d .
= —Bz(3!+(Azsin(0()—E2cos(a))cos(O()92—(—E2sin(O()+C2C05(O())sin‘(af)92
((A,—B,—C,)sin(a)—2E,cos(a))a6+(—E,sin(a )+C,cos(a))d R,
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m,(—f &®—(f cos(at)—b) cos(a)? ((A,+B,—C,)cos(a)+2E,sin(a))d6+(A,sin(a)—E,cos(a))8
ID(S,/R,)|= {m,(—2fsin(a )0(9+(fcos( )=b)8) —B,i+(A,sin(a)—E,cos(a))cos(a)d*—(— E,sin(a)+C,cos(a))sin (a)
sl my(fé+(fcos(a)—b)sin(a)d) ((A,—B,—C,)sin(a)—2E,cos(a))af+(—E,sin(a)+C,cos (a))d b,

11.
On déplace le torseur dynamique du solide Sa au point A
my(d—d&*—(d cos(a)—b)cos(a)6?) 0
[D(S,/Ry)|= {m,(2(dcos(at)—d &sin(a))0+(d cos(ar)—b)8) 0
E m4(2dd+d6{ (dcos(a) b)sm 92) 0],

d— da (dcos(ar)—b)cos(a) 6
0 (S,/Ry)=0 .(S,/R,)+AEAmM,Y (E/R,)= () Amy,(2(dcos(a)—dasin(a))0+(dcos(a)—b)O
0/, 2da+d&—(dcos(a)—b)sin(a)8® [,

0
=| —m,d(2d&+d&—(dcos(a)—b)sin(a)6?
m,d(2(dcos(a)—d asin(a))8+(dcos(a)—b)8)
m,(d—d &”—(d cos(a)—b)cos(a)8’) 0
{D(54/R0)J: m4(2(dcos(a)—dd(sin((x))9+(dcos((x)—b)é) —m4d(25d’+d&—(dcos((x)—b)sin(0{)92)
Al my(2da+da—(d cos(a)—b)sin(a)§’) m,d(2(d cos(a)—d ésin (a))0+(d cos(a)—b)8)],

On déplace le torseur dynamique du solide Ss au point A

m3(a_2da2—(‘;Cos(a)—b)cos(a)éz) ((A3+B3—C3)Cos((x)+2E3sin(o())d9+(A3sin(o()—E3cos(0())é

[D(S3/Ro)]: m3((dcos((x)—do'(sin(a))9+(gcos(a)—b)é) —B,&+(A,sin(a )—Escos (a))cos(a)§°— (= Essin () +Cscos(a ))sin () 6

m3(dd+%&—(%cos(a)—b)sin(u)@z) —(2E4cos(a)+(Cy+By—A,)sin(a)) 0 +(— Eysin (a)+C,cos ()0

G

0 A(S;/R)=0(S,/R,))+AGAm, Y (G/R,)
((A3+BS—C3)COS((X)+2E3Sin(0(‘))d’6+(ASSiH((X)—E3COS( )b

= —BSd+(ABSin(a)—E3cos(a))cos(a)@z—('—EBSin( a)+C,cos(a))sin(a)b’
—(2 E,cos(a)+(C,+B,— A,)sin(a)) & O+(— E,sin(a)+C,cos(a))f |,

mS(a‘%—(gms(a)—b)cos(a)@f)

A m3(<acos<a)—ddsin<a>>9+(%c°s(“)‘b)é)

et

oo Nl

b,

"’3(‘7‘”%‘*‘(%cos(a)—b)sm(a)ef)

R}

((A,+B,—C,)cos(a)+2 E,sin(a))a +(A,sin(a)—E,cos(a))d

2

_|-B,a+(A;sin(a)— E;cos(a))cos (or)OZ—(—E3sin(a)+C3cos(0())sin(a)@z—m3g (d (x+£d—(gcos(cx)—b)sin(a)éz)

—(2E3cos(a)+(C3+B3—A3)sin(a))(x9+(—E3sin(a)+C3cos(a))é+m3%((dcos(a)—dc’xsm( ))9+(2cos(cx) b)é)

b,

pas de ré-écriture du torseur , la résultante est la méme, le moment en A ci dessus.
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On déplace le torseur dynamique du solide Sz au point A
m,(—f &*—(f cos(a)—b ) cos(a) 6?) ((A,+B,—C,)cos(a)+2 E,sin(a))a H+(A,sin(a)— E,cos (a)) 8
[D(S,/Ry)|= {m,(—2fsin(a)a§+(fcos(a)—b)d] —B,é&+(A,sin(a)—E,cos(a))cos(a)d’~(—E,sin(a)+C,cos(a))sin(a )&
sl mylfé+(f cos(a)—b)sin(a)6’) ((A,—B,—C,)sin(a)—2E,cos(a))&d+(—E,sin(a)+C,cos (a))d b,

0 4(S,/R))=0 5(S,/R,)+ABAm, Y (BIR,)
((A,+B,—C,)cos(a)+2E,sin(a))a 6+(A,sin(a)—E,cos (a))8
—sz‘(+(Azsin(0()—Ezcos(or))cos(or)492—(.—Ezsin(0()+C2cos(0())sin(‘_0()(92
—(2E,cos(a)+(C,+B,—A,)sin(a))&0+(—E,sin(a)+C,cos(a))8

b,

f mZ(—f(')(2 (f cos (a)— )cos(a)@z)
et 8) Al 'm,(—2fsin(a)d+(f cos(a)—b))

mz(fd (f cos(a)— b)sm( )92) 2,

((A,+B,—C,)cos(a)+2E,sin(a))a §+(A,sin(a)—E,cos(a))f

=|-B,&+(A,sin(a)—E,cos(a))cos(a)8*—(— E,sin(a)+C,cos(a))sin (a )6 —m, f ( (fcos(a)—b)sin(a)@z)
~(2E,cos (a)+(C,+B,— A,)sin(a))ab+(—E,sin (a)+C,cos (a))8+m, f(2f sin (a) & +(f cos(a) —b) ) b,

méme remarque que précédemment.
12.

—m,gsin(a) 0
BAME : I’ensemble {2+3+4}est soumis a [P 2]: 0 0
s —mygcos(a) 0},

—msgsin(or) 0 —m4gsin(0() 0 Xas.3 Lpo_s
[P,]=|o ol [Pd= |0 ol [Al1-2)]=|Y,,., Cm
o —mygcos(a) O, 5| —m,gcos(a) 0}, o Zps.5 Npsoslh,

Seule I’équation de moment en A suivant I’axe y est pertinente. Il nous faut alors déplacer tous les
torseurs des autres efforts en A (les torseurs dynamiques y sont déja

.—ngsin(o() 0] .—m2gsin(a) 0
P,)= o ol = |0 m,gf cos(a)
s ~mpgcos(a) 0}, | —mgcos(a) 0 b

[ —m,gsin(a) 0] —msgsin(a) 0

[Ps]: 0
| ~m,gcos(a)

o
[l

0 m3g(21cos(a)

.O
Ca

A —m3gcos(a) 0 b,

[ —m,gsin(a) 0] [ —m,gsin(a) 0
EASED ol =10 m,gdcos(a)
E_—m4gcos(01) O_bZ Al —mygcos(a) 0 b,

13. Il reste a écrire le TMD suivant I’axe Y,

Cm+

(m4+%)d+m2f)gCos(0()=6Ay(2/0)+6Ay(3/0)+6Ay(4/0)
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soit
Cm= ((m+"§)d+m2f)gcos< )—md(2d &+ a—(dcos(a)—b)sin(a)§)-
~—(B,+By)a+((A,+Ay)sin () —(E,+ E;) cos (a))cos () 0= (—(Ep+ Ey)sin (a)+( C+ Cs) cos(a))sin (o) 67 -

._m3§(dd+;d—(;cos(a) b)sm( )0 ) mzf(fa (fcos(a)—b)sin(a)@z)

14. avec les donnée de I’A.N.

d—da*—(dcos(a)—b)cos(a )6

Y (E/Ry)=|2(dcos(a)—ddasin(a))0+(dcos(a)—b)@| soit ici
2d a+d &—(dcos(a)—b)sin(a)8® [,

_ . |ad&
Y (E/R))=| 0 =13x0,05 = 0,65 m/s?

2

—_—

FL3:(m3+m4)gsin(o()+(%+m4)(a—d(}(z—(dcos(0())cos((3()92)+(m3+m4)bcos(o()@2

F2H3:(m3+m4)gsin(a)—(%+m4)dd2 = (1OOO+250)><9,81XSiH(Zlo)—(iOOO

+250) x 13 x 0,05
F, ,=4378,24 N

Cm:—((m4+%)d+m2f)gcos(a) Cm:—((250+ 10200

)13+500><0,6)><9,81 cos(21°) =92042,16 N.m
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